7. cviceni - reSeni

Priklad 1 (a) K =R, V = {f : R — R: f spojitd} s operacemi sc¢itani po slozkiach a néasobeni
redlnym ¢&islem po slozkach.

Séitani a nasobeni v prostoru V je definovano takto: pro f,g € V;a € Raz € R plati (a- f 4+ g)(z) =
a- f(@) + gla)

Ziejmé a - f 4 g je opét spojita funkce z R do R, tedy je prvkem V.

Nulovy prvek je funkce, ktera je konstantné nulové, tedy o(z) = 0, coz je ziejmé prvek V.

Dale vidime, Ze pokud pro f € V definujeme funkci —f jako (—f)(x) = —(f(x)), tak dostavame 4.
vlastnost z definice vektorového prostoru.

Zbylé ¢asti definice vektorového prostoru jsou ziejmé/daji se snadno oveéfit.

Piiklad 1 (b) K = C, V = C? s operacemi s¢itani po slozkidch a nasobeni komplexnim &islem po
slozkach.

Operace jsou definoviany nasledujicim zptisobem:

Pro (z1,22), (y1,52) € V = C?,a € C plati (z1,22) + (21,%2) = (21 +y1,72 + 12) a a - (1, 72) =
(axy, axs).

Komutativita a asociativita s¢itani funguje v C, tedy v nasem prostoru V lze snadno ovéfit.

Nulovy prvek je (0,0), prvek opa¢ny k prvku (x1,z2) € V je (—x1, —x2) € V.

V8echny ostatni ¢asti definice vektorového prostoru jsou zfejmé splnény.

Piiklad 1 (c) K = C, V = R? s operacemi s¢itani po slozkdch a nasobeni komplexnim &islem po
slozkéch.

Vezméme si (1,0) € R? a i € C. Pak dle definice nasobeni plati, 7e i - (1,0) = (4,0), coz ale neni prvek
R?, tedy operace nasobeni nespliiuje toto: -: K x V = C x R? = V = R?, tedy nejde o vektorovy prostor
nad C.

Priklad 1 (d) K=R, V = {p: R — R: p polynom spliaujici p(0) = 0} s operacemi s¢itani po slozkach
a nasobeni redlnym ¢islem po slozkach.

Vsimnéme si, Ze soucet polynomil i ndsobek polynomi jsou opét polynomy. Navic pro pi,p2 € V a
aeK=Rplati («-p1 +p2)(0) =a-pi1(0)+p2(0) =a-0+0=0+0=0, tedy a-p1 + p2 € V.

Déle je funkce o(z) = 0 (tedy konstantni nula) zfejmé nulovy prvek a je v V. Opaé¢ny prvek k p € V
je (=1)-p.

Zbytek vlastnosti definice vektorového prostoru lze snadno ovérit.

Piiklad 1 (e) K = R, V = {(z,y) € R? z+y = 1} s operacemi s¢itan{ po slozkdch a nésobeni
realnym ¢islem po slozkéch.

Ziejmé plati, ze (1,0) € V a 2 € K = R. Pak oviem 2 (1,0) = (2,0) ¢ V. Tedy nejde o vektorovy
prostor, neb funkce - nezobrazuje do V.

Piiklad 1 (f) K=R, V = Q s kanonicky definovanymi operacemi s¢itani a nasobeni.
Ziejmé 1 € Q,m € R\ Q. Pak 7 -1 =7 ¢ Q, tedy néasobeni skalarem nezobrazuje do V, tedy nejde o
vektorovy prostor nad R.

Priklad 2 (a) X =R3> W = {(z,y,2) € R% y=10,2 =0}
Ziejmé W = {(z,0,0): x € R} je neprazdna mnoZzina a pro kazdé z,y € R, € R plati a- (2,0,0) +
(y,0,0) = (- x4+ y,0,0) € W.

Priklad 2 (b) X =R? W = {(z,y,2) ER* v +y—2z=1}
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Plati, ze (1,0,0) € W,2 € R ale 2-(1,0,0) = (2,0,0) ¢ W, neb 2+ 0 — 0 # 1. Tedy W neni uzavien
na nasobeni skalarem, tedy nejde o podprostor.

Priklad 2 (c) X =C([0,1]) W ={feX; f(3) =0}

Mnozina W obsahuje napiiklad funkei f(z) = 0 (konstantni nulu), tedy je neprazdna.

Ziejmé (a- f 4+ g) (%) =a-f (%) +g(%) =a-0+0=0,tedy - f+g€ W prokazdé a € R, f,g € W.
Tim jsme oveérili v8echny ¢asti definice podprostoru.

Piiklad 2 (e) X =Cnad C W =R
Platiie K=C,1e W=Ralei-1=1i¢ W =R. Tedy W neni podprostor.

Priklad 3 (a) (2,0,1),(0,2,3),(1,3,5) € R3
Uvazme a, b, c € R takova, ze

a-(2,0,1)+b-(0,2,3)+c¢-(1,3,5) =0

a ukazme, Ze pak nutné plati, Ze a = b = ¢ = 0 - to nam déva, Ze zadané vektory jsou linearné nezavislé.
Plati:

a-(2,0,1)+b6-(0,2,3)+¢-(1,3,5) = (2a,0,a) + (0,2b,3b) + (¢, 3¢, 5¢) = (2a + ¢,2b + 3¢, a + 3b + 5¢) =0

Dostavame tedy soustavu:

2a+c¢c=0
2b+3c=0
a+3b+5c=0
c= —2a
2b—6a =0

Dostéavame, ze pro a = 1,b = 3,¢ = —2 dana soustava rovnic funguje. Nemusi tedy nutné platit, Ze
a =b=c=0, tedy vektory jsou linearné zavislé.

P#iklad 3 (b) sinz,cosz,z € C([0,1])

Opét uvazme a, b, c € R takové, Ze a sin x+b cos z+cx = 0. Zkusme ukazat, Ze pak nutnéa = b =c = 0.

Jde o rovnost funkei, tedy rovnice asinx +bcosx + cx = 0 ma fungovat pro viechna z € [0, 1]. Zkusme
za x dosadit 0.

=0 = a-0+b-14+¢-0=0 = b=0
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Dostavame rovnici asinz + cx = 0 pro kazdé = € [0,1]. Funkce f(x) = asinz + cx je konstantni na
intervalu [0, 1], tedy méa nulovou derivaci. Pokud a # 0, tak pro kazdé = € (0,1) plati:

f'(x) =acosz+c=0

&
COST = ——
a

To by znamenalo, Ze cos je na (0,1) konstantni funkce, coz neni pravda. Dostavame spor s tim, Ze
a # 0. Proto plati, Ze a = 0 a z rovnosti cxz = 0 pro kazdé = € [0, 1] pak plyne, Ze i ¢ je nulové, coz jsme
chtéli dokazat.

Priklad 3 (c) 4,7+ 1 € Cnad C

Uvazme a + bi,c+ di € C, kde a,b,c,d € R, takové, ze (a + bi)i + (c+ di)(i + 1) = 0. Chceme ukazat,
zepaka=b=c=d=0.

Plati

(a+bi)i+ (c+di)(i+1) = ai+bi’+ci+c+dil+di=ai—b+citc—d+di= (a+c+d)i+(c—b—d) =0

Dostavame soustavu

a+c+d=0
c—b—d
Regenim této soustavy je naptiklad ¢ = 1,d = 1,b = 0,a = —2. Existuje tedy netrividlni kombinace

zadanych vektori, ktera je rovna nulovému vektoru. Nejde proto o linearné nezavislé vektory.

Priklad 3 (d) i,i +1 € Cnad R

UvaZzme a,b € R takova, Ze a-i+b-(i+1) = 0. Pak plati ai+bi+b = (a+b)i+b = 0. Komplexni ¢islo
yi + z je rovno nule pravé tehdy, kdyz y = 0 = z. Z toho plyne, Ze a+b =0 a b= 0. Tedy nutné i a = 0.
Dostavame, ze jediné linedrni kombinace vektori 4,4 + 1, které je rovna nule, je trividlni kombinace. Tedy
dané vektory jsou linearné nezavislé.

Priklad 3 (e) (1,1),(3,2),(1,5) € R?
UvaZzme a, b, c € R takoveé, 7e a(1,1) +b(3,2) + ¢(1,5) = 0. Dostavame soustavu

a+3b+c=0
a+2b+5c=0
a=—c—3b

—c—3b+2b+ 5¢

a=—c—3b
4dc—b=0
a=—c—3b
b=4c
Ziejmé soustavu fesi napiiklad ¢ = 1,b = 4,a = —1 — 3 -4 = —13. Nejde o nutné trivialni line4rni

kombinaci, tedy jde o linearné zavislé vektory.
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Piiklad 3 (f) (1,2,3,4),(2,4,6,8),(3,6,9,13) € R*

Vidime, ze 2- (1,2, 3,4) = (2,4,6,8), tedy prvni dva vektory jsou linearné zavislé, proto jsou i vSechny
t¥i skupiny vektori linedrné zavislé.

Pokud chceme peclivéji ovéfit definici: plati, ze 2 - (1,2,3,4) — (2,4,6,8) +0-(3,6,9,13) = 0 a jde o
netrivialni kombinaci.

Piiklad 4 (a) V = ling{(1,1),(2,2)} C R?
Ziejmé V = ling{(1,1)} a vektor (1,1) je bazi prostoru V. Tedy dimV = 1.

Priklad 4 (b) V = C? nad R

Ukazme, ze {(1,0), (¢,0),(0,1),(0,%)} je baze V. Ziejmé jde o podmnozinu V.

Pro (a+bi,c+di) € V, kde a,b,c,d € R plati, ze (a+bi,c+di) = a-(1,0)+b-(7,0)+c-(0,1)+d-(0,1),
tedy systém {(1,0), (¢,0), (0,1),(0,47)} generuje V.

Lze snadno ovérit, ze {(1,0), (¢,0), (0,1), (0,4)} jsou LN.

Piiklad 4 (c) V = M(2 x 3)
Matice
1 00 01 0 0 0 1 0 0 O 0 0 O 0 0 0
000/ \oo o/ \ooo/'\1too/\o1o0o/\oo1
jsou zfejmeé linearné nezavislé a generuji V. Tedy dim V' = 6.

P¥iklad 4 (d) V = ling{z,2®> + z,2> —z + 1,2+ 2} C P
Vsechny vektory z V jsou ziejmé linearnimi kombinacemi polynomii x,22,1. D& se navic snadno
ukézat, ze 1,2, 2% jsou linearné nezavislé ve V. Tedy dimV = 3

Pi#iklad 4 (e) V = ling{(1,2,3,-1),(2,3,9,10),(2,-1,1,-2)} c R*
Nasledujici soustava rovnic ma jediné feSeni a to a = b =c¢ = 0:

a+2b+2c=0
2a+3b—c=0
3a+9+¢=0

—a+10b—2c=0

Tedy jde vektory (1,2,3,-1),(2,3,9,10), (2,—1,1,—2) jsou LN. Navic zfejmé generuji V, tedy tvoii bazi
V.

Priklad 4 (f) V = {(z,y,2) eR*: x +y+22 =0} C R?

Ziejmé (1,—1,0),(0,—2,1) € V (zkusili jsme za x a za z v rovnici dosadit 0 a dopocitali jsme zbytek).
Navic tyto vektory jsou linedrné nezavislé (lze snadno ovérit).

Ukazme nyni, ze generuji V. Uvazme (z,y,2) € V. Pak x = —y — 2z, tedy mame bod (—y — 2z, y, 2).
Pro a,b € R takové, ze a- (1,—1,0) + b- (0,-2,1) = (—y — 2z, vy, 2), davaji soustavu

a=—y—2z
—a—2b=y
b=z
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Regenim této soustavy je a = —y — 2z,b = z, neb pak —a — 2b = y + 2z — 2z = y. Z toho plyne, Ze
(1,-1,0),(0,—2,1) generuji V.

Priklad 4 (g) V = {(z,y,2) € R*: x + 3y = 0} C R?

Ziejme V = {(z,y,2) € R3: (=3y,vy,2)}. Ukazme, Ze (0,0,1), (=3, 1,0) generuji V. Lze snadno ukazat,
ze jde o LN prvky V. Navic pro y, z € R plati, ze (=3y,y,2) =y -(=3,1,0) + 2 - (0,0,1). Z toho plyne,
ze dané vektory generuji V.

fiklad 4 (h) V={peP:p® =0} CcP
Zrejme V je prostor viech polynomt 2. stupné. Lze snadno ukazat, Ze 1, x, z? tvoif bazi V.

Piiklad 4 i) V={peP:p"™ =0} cP, neN
Obdobné si lze uvédomit, ze V' je prostor vSech polynomt stupné (n — 1). Jeho baze je pak

{1,z,2% ..., 2" 1},

Priklad 4 (j) V=P

Plati, ze V' = {ag + Zizl a;x': k € N ag,ay,...,a, € R}.

Ukazme, ze B = {1,2": n € N} tvoii bazi V. Nejdiive ovéfme linearni nezavislost. Ukazme nejdiive,
7e pro kazdé k € N plati, ze {1,z,...,2"} je linearné nezéavisla. PouZijeme matematickou indukei.

e k=0, pak {1} je LN.

e k=1, pak pro a,b € R takové, ze ax + b = 0 pro kazdé = € R zjevné plati, Ze a = b =0, tedy {1, z}
je LN.

e k> k+ 1: Predpokladejme, Ze {1,x,...,2*} je LN a ukazme, 7e i {1,x,..., 2% ¥} je LN.
Vezméme ag, . . ., app1 takove, ze apy12*t! 4+ apa® + - + a12 4+ ag = 0 pro kazdé = € R.

Dosazenim x = 0 dostavame, ze ag = 0. Mame tedy rovnost akﬂxkﬂ +apxk + -+ a1z =0, tedy
T (a;H_la:k +apzF 4.+ al) = 0, ktera plati pro kazdé = € R.

Z toho plyne, Ze pro kazdé x € R\ {0} - a ze spojitosti polynomu tedy i pro kazdé = € R - plati

app12® + apx* 1 + - + a1 = 0. Z indukéniho piedpokladu pak plyne, ze api1 = ... = a3 = 0.
Dokézali jsme tedy, Ze a; = 0 pro kazdé i = 0,...,k,k + 1. Dostavame tedy, ze {1,z,..., 2"} je
LN.
Uvazme nyni vektory vy, ...,vr € B a ukazme, Ze jsou LN - z toho pak z definice plyne, Ze i celd B je
LN.
Naleznéme n; € NU{0} takové, Ze pro kazdé i = 1,...,k plati v; = z*, kde 20 chapeme jako konstantni
funkci 1. Uvazme ¢isla aq, ..., ar € R takova, ze

apx™ +...a12™ = 0.

Necht ¢ = max{n;:i=1,...,k}.
0, i¢{ny,...,nk},

Definujme kone¢nou posloupnost {b;}{_, takto: b; = ,
aj, i=mnj.
Pak mame rovnost
byr? + -+ by + by =0

pro kazdé z € R. Jelikoz vektory {1,z,...,z9} jsou LN, tak plati, ze by = ... = b1 = by, tedy specialné
plati, ze a; = ... = ax = 0. Z toho dostavame, Ze {v1, ..., v} je LN.
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Lze snadno ukazat, ze B generuje V. Jelikoz B generuje V' a je LN, tak jde o bazi. Z¥jemé jde o béazi
s nekoneéné mnoha prvky, proto dimV = oo.

Piiklad 4 (k) V = {posloupnost realnych ¢isel}

Ziejmé nulovy prvek prostoru V' je posloupnost {0}2° ;. Pro i € N definujme posloupnost e; = {z,}22

0, n#1

tak, ze x, = { 7 ]
1, n=:q.

Lze snadno ukazat, ze {e;: i € N} tvofi bazi.
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